
Malá písomka z Formálnych Jazykov a Automatov
myšlienky riešení c©MišoF.

1 Nech Σ = {a, b}. Nech f : Σ∗ → Σ∗ je zobrazenie také, že f(w) = b#b(w)+2.
Teda napr. f(ε) = f(a7) = bb, f(bb) = f(abaab) = bbbb. Je f homomorfizmus?
Zostrojte A-prekladač M , ktorý každý jazyk L nad abecedou Σ preloží na jazyk

M(L) = {f(w) | w ∈ L ∧ 2 delí #a(w)}

Slovne zdôvodnite správnosť svojej konštrukcie.

Zobrazenie f nie je homomorfizmus, každý homomorfizmus musí spĺňať f(ε) = ε.

Bude M = (K,Σ,Σ,H, qs, F = {q0}), kde H =
{

(qs, ε, bb, q0), (qi, b, b, qi), (qi, a, ε, q1−i)
∣

∣

∣
i ∈ {0, 1}

}

A-prekladač pomocou stavu kontroluje paritu počtu a vo vstupnom slove. V prvom kroku zapíše na výstup
bb a potom kopíruje všetky b zo vstupného slova. Správnosť konštrukcie je zjavná.

2 Daná je gramatika G = (N,T, P, σ), kde T = {a, b, c}, N = {σ, β, γ, δ},

P = { σ → γβ | βbγ

β → γγ | a | c

γ → δδ | βσ | b | c

δ → ββ | βδ }

Použitím algoritmu CYK rozhodnite, či cbaac ∈ L(G).

Gramatiku upravíme do Chomského normálneho tvaru. (Pridáme nový neterminál a rozbijeme pravidlo
σ → βbγ na dve kratšie.) Postupne zostrojíme množiny Ni,j neterminálov, z ktorých sa dá zostrojiť podslovo
začínajúce i-tym a končiace j-tym písmenom slova cbaac. Keďže σ 6∈ N1,5, cbaac 6∈ L(G).

3 Deterministický LBA je taký LBA, kde ∀q ∈ K; ∀x ∈ Γ; |δ(q, x)| ≤ 1.
Dokážte alebo vyvráťte: Trieda jazykov akceptovaných deterministickými LBA je uzavretá na komple-
ment. (Ak si myslíte, že tvrdenie platí, dostatočne podrobne slovne popíšte myšlienku dôkazu. Ak nie,
uveďte kontrapríklad.)

Tvrdenie platí. Majme DLBA A, zostrojíme DLBA A′ pre jazyk L(A)C .
A′ simuluje A. Ak sa A zasekne, A′ akceptuje. Ak A akceptuje, A′ sa zasekne. Čo ale ak sa A zacyklí?
A′ si vie na začiatku výpočtu spočítať Q – počet možných konfigurácií A na danom vstupnom slove. Toto
číslo sa mu zmestí na jednu stopu pásky (viď napr. dôkaz Szelepcsényiho vety).
Počas simulácie si A′ bude na inej stope pásky rátať počet krokov A, ktoré už odsimuloval. Ak ich počet
prekročí Q, zjavne sa nám už niektorá konfigurácia zopakovala, a teda sa A zacyklil. V takomto prípade A′

prestane simulovať a akceptuje.
Iná metóda: A′′ bude robiť naraz dve simulácie A, striedavo odsimuluje dva kroky v prvej a jeden v druhej. Ak

rýchlejšia simulácia zastane, A′′ sa bude správať opačne ako A. Zacyklenie sa zistíme tak, že po dostatočnom

počte krokov budú obe simulácie naraz v rovnakých konfiguráciách. Rozmyslite si, prečo to vždy funguje.

4 (Prémiová úloha) Dokážte alebo vyvráťte: Je daný konečný automat A. Je rozhodnuteľné zistiť, či
existuje konečný automat B s menším počtom stavov ako A taký, že L(A) = L(B).

Je to rozhodnuteľné.
Jedna možnosť: Myhill-Nerodova veta hovorí okrem iného o najmenšom DKA pre daný jazyk. Tento sa dá
algoritmicky zostrojiť z ľubovoľného DKA pre daný jazyk. Stačí teda A „minimalizovaťÿ a porovnať počty
stavov. Detaily si rozmyslite :)
Jednoduchšie riešenie: Postupne prezrieme všetky menšie DKA. Tých je konečne veľa. Potrebovali by sme
vedieť o dvoch DKA povedať, či akceptujú ten istý jazyk. Ako na to? Majme DKA A, B. Z nich vieme ľahko
algoritmicky zostrojiť DKA C taký, že L(C) = L(A)÷ L(B) = (L(A)− L(B)) ∪ (L(B)− L(A)).
Zjavne L(A) = L(B) práve vtedy, ak L(C) = ∅. Ale L(C) = ∅ práve vtedy, ak v C nie je zo začiatočného
stavu dosiahnuteľný žiaden akceptačný stav. To už ľahko rozhodneme.



Veľká písomka z Formálnych Jazykov a Automatov
streda 12. 5. 2004 (letný semester 2003/04)

myšlienky riešení c©MišoF.

1 Nech L1 = {wcwR | w ∈ {a, b}∗ } a L2 = {aibicki | i, k > 0}. Zostrojte a-prekladačM taký, žeM(L1) = L2,
prípadne dokážte, že takýto a-prekladač sa nedá zostrojiť.

Ľahko nahliadneme, že L1 ∈ LCF (napríklad zostrojíme preň bezkontextovú gramatiku). Takisto ľahko
ukážeme, že L2 6∈ LCF (napríklad pomocou pumpovacej lemy – slovo axbxcx, kde x = p + q + 7, nevieme
nijako rozdeliť tak, aby sa dalo napumpovať na druhú).
Trieda LCF je uzavretá na homomorfizmus, inverzný homomorfizmus a prienik s regulárnym jazykom.
Ku každému a-prekladaču M existujú homomorfizmy g, h a regulárny jazyk R také, že ∀L;M(L) =
g(h−1(L) ∩ R). (Toto priamo vyplýva z definície M(L) cez projekcie.) Potom ale pre každý M a bez-
kontextový jazyk L je aj M(L) bezkontextový. Preto neexistuje a-prekladač, ktorý by preložil náš jazyk L1
na náš jazyk L2.

2 Rozhodnite a dokážte: Je pre ľubovoľný bezkontextový jazyk L rozhodnuteľné, či L = Σ∗?

Nie je to rozhodnuteľné. Redukcia na PKP. Majme jazyky LX , LY pre danú inštanciu PKP (definícia viď
prednášky/skriptá). Jazyk LX∩LY je prázdny iff PKP nemá riešenie pre (X,Y ). Ak by sme vedeli rozhodnúť
prázdnosť LX ∩ LY , vieme rozhodovať PKP.
LX , LY sú deterministické bezkontextové jazyky, preto ich komplementy sú (deterministické) bezkontextové
a teda aj jazyk LC

X ∪ LC
Y = (LX ∩ LY )C je bezkontextový. Ak by sme o bezkontextových jazykoch vedeli

rozhodovať rovnosť Σ∗, vieme pre ľubovoľné (X,Y ) rozhodnúť prázdnosť LX ∩ LY – a teda rozhodnúť, či
má PKP pre (X,Y ) riešenie. To ale nevieme, preto nevieme rozhodovať ani tvrdenie zo zadania.

3 Dokážte alebo vyvráťte: DTIME(n3) je uzavretá na: a) zjednotenie b) inverzný homomorfizmus.

a) Nech L1, L2 ∈ DTIME(n3), nech A1, A2 sú TS so zodpovedajúcou časovou zložitosťou. Zostrojme TS
A nasledovne: Vstup w si skopíruje na druhú pásku. Na jednej kópií w simuluje A1, na druhej (napríklad
paralelne s tým) simuluje A2. Akonáhle niektorý z nich akceptuje, akceptuje aj A. Zjavne náš A akceptuje
L1 ∪ L2 a na vstupe dĺžky n spraví najviac n3 + 2n krokov. Preto L1 ∪ L2 ∈ DTIME(O(n3)). Z vety o
lineárnom zrýchlení potom L1 ∪ L2 ∈ DTIME(n3).
b) dokážeme analogicky – nový TS preloži vstupné slovo homomorfizmom (výsledné slovo je najviac k-
krát dlhšie, kde k = maxx∈Σ |h(x)|) a na výslednom slove simuluje pôvodný TS. Takto sme zostrojili TS
pre h−1(L), ktorý na vstupe dĺžky n spraví najviac k3n3 + 2kn krokov. Opäť použijeme vetu o lineárnom
zrýchlení.

4 Svoju odpoveď vyznačte krížikom do príslušného políčka. Odpovede nemusíte zdôvodňovať. Za každú
správnu odpoveď dostanete +1 bod, ak neodpoviete, 0 bodov, za nesprávnu odpoveď je -1 bod. Ak by ste
dokopy mali získať menej ako 0 bodov, získavate za túto úlohu 0 bodov.

áno nie
Jazyk platných výpočtov TS A je prázdny alebo nekonečný. x
Existuje bezkontextový jazyk, ktorého komplement nie je rekurzívny. x
LDPDA je uzavretá na zjednotenie. x
Je rozhodnuteľné pre DTS A povedať, či pri výpočte na w použije ≥ 2|w| políčok pásky. x
Je čiastočne rozhodnuteľné pre DTS A povedať, či je L(A) konečný. x
Každý nekonečný regulárny jazyk má podmnožinu, ktorá nie je rekurzívne vyčísliteľná. x
Každá sprava invariantná relácia na Σ∗ je reláciou ekvivalencie. x
NSPACE(4) = DSPACE(7) ⊆ DTIME(n) x
LCF ⊆ NSPACE(n) x
LCF ⊆ NTIME(n) x



1. Jazyk platných výpočtov triviálneho TS pre L = {aaa} obsahuje jedno slovo.
2. Každý bezkontextový jazyk je rekurzívny, tie sú uzavreté na komplement.
3. Nie je uzavretá na prienik, je na komplement – z de Morganových zákonov nemôže.
4. Simulujeme, keď sa zopakuje konfigurácia, odpoveď nie, keď prekročí 2|w| políčok, odpoveď áno.
5. Napr. druhá Riceho veta.
6. (Prezentácia 11.6.) Nech R ∈ R je nekonečný. Zoberme nejaký L 6∈ LRE . Očíslujme slová Σ∗ v
lexikografickom poradí. Očíslujme Nech M je množina čísel, ktoré dostali slová z L. Teraz očíslujme
slová z R v lexikografickom poradí. Vyberme tie slová, ktorých čísla sú v M . Takto zostrojený L′ je
podmnožinou R a ľahko nahliadneme, že nemôže byť v LRE (lebo aj L by bol).

7. Nezmysel. Nemusí byť ani len reflexívna (napr. aj prázdna relácia je sprava invariantná), ani symetrická
(napr. relácia R, kde uRv ⇐⇒ |u| > |v|) ani tranzitívna (napr. relácia, kde patria všetky dvojice
okrem [ε, a]).

8. NSPACE(4) = DSPACE(7) = R (simulácia TS dvojsmerným konečným automatom, ktorý si prí-
slušných 4/7 políčok pásky pamätá v stave). R ⊆ DTIME(n) (simulácia konečného automatu Turin-
govym strojom).

9. Triviálne, NSPACE(n) = LECS .
10. Nech L ∈ LCF , potom preň existuje gramatika G v Greibachovej normálnom tvare. Štandardnou
konštrukciou zostrojíme TS, ktorý uhádne a overí odvodenie vstupného slova G v tejto gramatike.
Jeho časová zložitosť bude zjavne lineárna.

5 Daná je sada n domín.Náš korešpondenčný problém (NKP) je rozhodnúť, či existuje neprázdna postupnosť
domín taká, že na hornom aj dolnom poschodí dostaneme to isté slovo, pričom ako posledné dve dominá
sme museli použiť domino 1 a domino n. Rovnako ako pri PKP, každé domino môžeme použiť ľubovoľne
veľa krát.
Formálne: Dané je n a dve n-tice slov X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn). Zaujíma nás, či existuje k ≥ 2
a postupnosť a1, . . . , ak čísel z {1, . . . , n} taká, že xa1 . . . xak−1

xak
= ya1 . . . yak−1

yak
, pričom ak−1 = 1 a

ak = n.

Navrhnite postup, ktorý z ľubovoľnej sady domín (X,Y ) zostrojí novú sadu domín (X ′, Y ′) takú, že NKP
má pre (X,Y ) riešenie práve vtedy, keď má PKP riešenie pre (X ′, Y ′). Hint: Použite podobnú konštrukciu
ako pri prevode MPKP na PKP.
Svoju konštrukciu predveďte na nasledujúcej sade domín:

cac
a

b
a

ab
bc

ab
ab

dd
cdd

Ako radí zadanie, použijeme konštrukciu podobnú prevodu MPKP na PKP – vhodne pridáme do domín
znaky # a tým zabezpečíme, aby riešenia PKP zodpovedali práve riešeniam NKP s pôvodnou sadou domín.
Nech p, z sú homomorfizmy také, že ∀x ∈ Σ; p(x) = #x a z(x) = x#. (Teda p dáva # pred a z za každé
písmeno zobrazeného slova.)
Namiesto každého domina (xi, yi) budeme mať v novej množine domín domino (z(xi), p(yi)). Pre dominá z
príkladu teda dostávame novú sadu domín:

c#a#c#
#a

b#
#a

a#b#
#b#c

a#b#
#a#b

d#d#
#c#d#d

Tieto dominá zjavne vieme k sebe prikladať presne rovnako ako dominá pôvodné. V poskladanom slove nám
však nesedí začiatok a koniec. Pridáme preto dve špeciálne dominá – „začiatočnéÿ a „koncovéÿ. Začiatočné
domino je triviálne (potrebujeme hore pridať jeden znak #). Koncové domino musí zodpovedať priloženiu
pôvodných domín 1 a n – bude mať teda tvar (z(x1)z(xn), p(y1)p(yn)#). Pre dominá z príkladu nám teda
pribudnú tieto dominá:

##
#

c#a#c#d#d#
#a#c#d#d#



Správnosť konštrukcie je zjavná z popisu. Ku každému riešeniu NKP s pôvodnou sadou domín ľahko zo-
strojíme riešenie PKP s novou sadou. Naopak, každé riešenie PKP s novou sadou domín zjavne začína
„začiatočnýmÿ a končí „koncovýmÿ dominom – a teda zodpovedá nejakému riešeniu NKP.

6 Daná je gramatika G, ktorej všetky pravidlá sú tvaru uξv → uwv, kde ξ ∈ N , u, v ∈ (N ∪ T )∗ a
w ∈ (N ∪ T )+. Rozhodnite, či ku každej takejto gramatike existuje ekvivalentný LBA.
Ak áno, ukážte, ako zostrojiť LBA A taký, že L(G) = L(A). Konštrukciu spravte formálne, jej správnosť
stačí slovne zdôvodniť. Ak nie, nájdite konkrétnu gramatiku G, ku ktorej ekvivalentný LBA neexistuje a
slovne zdôvodnite, prečo je tomu tak.

Tvar zo zadania je pôvodná Chomského definícia kontextových gramatík. Zjavne každá takáto gramatika je
aj kontextovou gramatikou a môžeme bez zmeny použiť odprednášanú konštrukciu na prevod kontextovej
gramatiky na LBA.
Myšlienka konštrukcie: Nedeterministicky od konca hádame odvodenie vstupného slova. V každom kroku
nájdeme pravú stranu nejakého pravidla, nahradíme ju ľavou (ktorá je nanajvýš rovnako dlhá) a prípadne
upraceme pásku. Akceptujeme, ak sa nám podarí dostať vetnú formu tvorenú iba začiatočným neterminálom
gramatiky G. Podrobnejšie viď skriptá.

7 (Prémiová úloha) TS-analfabet je jednopáskový Turingov stroj, ktorý na rozdiel od klasického TS
nevie čítať pásku. Namiesto toho vie pre ľubovoľný x ∈ Γ povedať, či sa niekde vo vzdialenosti ≤ 10 od
aktuálnej pozície hlavy nachádza (aspoň jeden) znak x.
Formálne definujte takýto TS. Zaraďte nimi akceptovanú triedu jazykov do Chomského hierarchie.

Pre jednoduchosť definujeme TSa s jedným smerom nekonečnou páskou. TSa je rovnaká šestica ako nor-
málny TS, len δ : K × (Γ ∪ {c| ,B}) × {true, false} → 2K×Γ×{−1,0,1} dostáva ako vstup okrem písmena aj
to, či sa toto písmeno v okolí hlavy nachádzať má alebo nie. Teda napr. δ(q, x, false) hovorí, čo môže TSa
spraviť, ak je v stave q a v okolí hlavy sa nenachádza žiadne x.
Konfigurácia TSa je prvok z K × Γ∗ × N0.
Pre jednoduchší zápis definujme w0 = c| a wi = B pre i 6∈ {0, . . . , |w|}. Krok výpočtu TSa je binárna
relácia ⊢ na jeho konfiguráciách definovaná nasledovne:

(q, w, n) ⊢ (p,w′, n′) ⇐⇒ (p, y, d) ∈ δ(q, x, Z)

∧ ∀i 6= n;w′
i = wi

∧ w′
n =

{

y ← n > 0
c| ← n = 0

∧ n′ = max(n+ d, 0)

∧ Z ≡ (x ∈ {wn−10, . . . , wn, . . . , wn+10})

Slovne: Krok výpočtu vyzerá tak, že sme v stave q, zvolíme si x, zistíme Z (či ho vidíme), vyberieme si z
toho, čo nám δ vráti, nejakú možnosť (p, y, d), prepíšeme aktuálne písmeno wn na y, zmeníme stav na p a
posunieme hlavu v smere d. (Technický detail: cent sa nám nepodarí prepísať ani sa z neho pohnúť doľava.)
Jazyk akceptovaný TSa A = (K,Σ,Γ, δ, q0, F ) je množina

L(A) = {w | w ∈ Σ∗ ∧ ∃qF ∈ F, u ∈ Γ∗, n ∈ N0; (q0, w, |w| + 1) ⊢∗ (qF , u, n)}

(Technický detail: všimnite si, že začíname s hlavou na prvom blanku za slovom. Ak by sme začínali na
písmene slova, skôr ako by sme o ňom niečo zistili, by sme si ho prepísali (v prvom kroku výpočtu) a boli
by sme. . . oň prišli.)
Takto definovaný TSa je rovnako silný ako klasický TS. Simulácia TSa pomocou TS je triviálna. Simulácia
TS na TSa bude vyžadovať nejaký ten trik. Začneme tým, že odídeme hlavou o 9 doprava a cestou píšeme
falošné blanky. Teraz už vidíme len posledné písmeno slova. Ľahko zistíme, ktoré to je, zapamätáme si ho
v stave a odnesieme niekam dostatočne ďaleko (napr. si nedeterministicky tipneme, ako ďaleko) doprava,
kde ho zapíšeme na pásku. Takto postupne poodnášame všetky písmená vstupného slova a rozmiestnime
ich po páske tak, aby medzi každými dvoma bolo 47 falošných blankov. Od tohto okamihu môžeme začať
simulovať klasický TS, len budeme používať iba každé 48. políčko pásky. Rozostupy medzi písmenami nám
zabezpečia, že vždy vidíme iba to jedno písmeno, ktoré práve potrebujeme.



1. opravná písomka z Formálnych Jazykov a Automatov
pondelok 31. 5. 2004 (letný semester 2003/04)

myšlienky riešení c©MišoF.

1 Pomocou Myhill-Nerodovej vety dokážte, že:
a) Trieda regulárnych jazykov je uzavretá na komplement.

b) Jazyk dobre uzátvorkovaných výrazov nad abecedou
{

(, ), [, ]
}

nie je regulárny.

a) Podľa M-N vety jazyk L je regulárny práve vtedy, ak je zjednotením niektorých tried ekvivalencie
nejakej vhodnej sprava invariantnej relácie ekvivalencie konečného indexu (SIREKI). Teda ak L ∈ R,
tak podľa M-N existuje vhodná SIREKI R. Potom ale LC je zjednotením ostatných tried ekvivalencie
relácie R, a teda opäť podľa M-N je regulárny, q.e.d.

b) Podľa M-N vety L je regulárny práve vtedy, ak RL (viď znenie vety) je relácia konečného indexu.
Ukážeme, že pre jazyk zo zadania táto relácia nie je konečného indexu: Nájdeme nekonečne veľa slov
takých, že žiadne dve nepatria do tej istej triedy ekvivalencie.

Všimnime si napr. slová tvaru (i pre i ∈ N. Ľubovoľné dve slová u = (i a v = (j pre i 6= j vieme od
seba odlíšiť1 slovom x =)i, preto nemôžu ležať v tej istej triede ekvivalencie.

2 Pomocou LBA dokážte, že LECS je uzavretá na zreťazenie. Konštrukciu robte formálne, dôkaz stačí
slovne.

Hm. Možno je v skriptách, nechce sa mi hľadať ani písať. Každopádne ide o manuálnu prácu, najľahšie je
asi spraviť dvojstopú pásku, prvú časť slova (nedeterministicky uhádneme pokiaľ) skopírovať na prvú stopu,
druhú na druhú stopu, dorobiť prípadné falošné centy/doláre, na prvej stope odsimulovať prvý LBA, na
druhej druhý, done.

3 Formálne zapíšte algoritmus CYK, ktorý pre dané slovo w a bezkontextovú gramatiku G určí, či w ∈ L(G).
(Predpokladáte, že G je v nejakom normálnom tvare? V akom?)
Algoritmus CYK predveďte na gramatike G = (N = {σ, β, γ, δ}, T = {a, b, c}, P, σ) a slove bbcab.

P = { σ → γβ | βγ

β → γγ | a | c

γ → δδ | βσ | b | c

δ → ββ | βδ }

Lenivý som. Pozrite skriptá. Slovo do jazyka patrí.

4 Svoju odpoveď vyznačte krížikom do príslušného políčka. Odpovede nemusíte zdôvodňovať. Za každú
správnu odpoveď dostanete +1 bod, ak neodpoviete, 0 bodov, za nesprávnu odpoveď je -1 bod. Ak by ste
dokopy mali získať menej ako 0 bodov, získavate za túto úlohu 0 bodov.

áno nie

Nech R ∈ R. Nech L = {u#vR#w | u, v,w ∈ {a, b}∗ ∧ uvw ∈ R}. Potom L ∈ R. x
Nech L1, L2 ∈ LRE , L1 ∩ L2 ∈ Lrec . Potom L1 ∪ L2 ∈ Lrec . x
Nech A je det. TS, nech L(A) ∈ Lrec . Potom A zastane na každom vstupe. x
Jazyk všetkých regulárnych výrazov (nad danou abecedou) je bezkontextový. x
LDPDA je uzavretá na homomorfizmus. x
LDLBA je uzavretá na homomorfizmus. x
Je pre daný DTS A rozhod., či počas výpočtu na nejakom slove pohne hlavou doľava? x
Nech L ∈ LCF . Nech h je homomorfizmus. Potom vždy h(L) ∈ LECS . x
Ak L ∈ NSPACE(47n), tak L ∈ NSPACE(n7/4). x
DTIME(n7) ⊆ NSPACE(n7)? x

1je ux ∈ L a vx 6∈ L



1. Napr. cez dvojsmerné automaty.
2. Zoberme napr. ľubovoľný L ∈ LRE \ Lrec . Nech L1 sú slová z L párnej dĺžky, L2 = L \ L1.
3. Opačný kvantifikátor. Vie sa, že pre jazyky z Lrec taký DTS existuje, ale nie každý musí taký byť.
Napr. DTS pre ∅, ktorý sa vždy zacyklí.

4. Triviálne.
5. Vyplýva napr. z toho, že sú uzavreté na označené zjednotenie a nie sú na normálne. Homomorfizmom
vieme zmazať značky.

6. Homomorfizmom vieme vyrobiť ľubovoľný jazyk z LRE (DLBA simuluje DTS na slove doplnenom
blankmi, homomorfizmom umažeme blanky z akceptovaných slov).

7. Zisťujeme dvojice (stav, písmeno pod hlavou), do ktorých sa môže dostať. Buď sa niekedy pohne
doľava, alebo časom nájdeme všetky dosiahnuteľné dvojice a vieme, že nič nové už neurobí.

8. LECS je uzavretá na homomorfizmus.
9. n7/4 rastie rýchlejšie, úvodných pár hodnôt dorieši veta o lin. zrýchlení.
10. DTIME(f(n)) ⊆ DSPACE(f(n)), lebo v čase f(n) použijeme najviac priestor f(n).DSPACE(f(n)) ⊆

NSPACE(f(n)), lebo s nedeterminizmom vieme aspoň toľko isto ako bez.

5 Dokážte alebo vyvráťte: Je čiastočne rozhodnuteľné pre DTS A povedať, či je L(A) konečný.

Nie je to ani čiastočne rozhodnuteľné. Podľa druhej Riceho vety: Aby vlastnosť S (v našom prípade koneč-
nosť) rek. vyč. jazykov bola čiastočne rozhodnuteľná, musí (okrem iného) platiť: Ak L má vlastnosť S, tak
aj každý L′ ⊇ L má vlastnosť S.
Toto pre konečnosť zjavne neplatí, lebo existuje konečný jazyk L s nekonečnou nadmnožinou L′. (Napr.
L = ∅ a L′ = {a}∗.)
V tomto prípade nám stačil triviálny dôsledok 2. Riceho vety: Ak je S čiast. rozh. vlastnosť rek. vyč. jazykov
a pre prázdny jazyk je odpoveď áno, tak S = LRE (teda vždy je odpoveď áno).

Alebo priamo redukciou na komplement univerzálneho jazyka. Ku vstupnému TS A a slovu w zostrojíme
TS A′ taký, že na vstupe x odsimuluje |x| krokov stroja A na slove w a akceptuje, ak A neakceptoval.
Zjavne ak w ∈ L(A), L(A′) je konečný, inak nie. Preto keby sme vedeli čiastočne rozhodovať konečnosť, tak
LC

U ∈ LRE , čo ale neplatí.

6 Dokážte alebo vyvráťte: a) LCF ⊆ DSPACE(n3). b) LCF ⊆ NTIME(n).

a) Máme veľa možností. Začneme nesprávnou: „Stačí simulovať zásobníkový automat, na to stačí priestor
O(N).ÿ Nemusí. Stack môže narásť.

Pokračujeme opäť nesprávnou. „LCF ⊆ LECS . Stačí simulovať LBA.ÿ Zle. Toto je NSPACE, my sa
bavíme o DSPACE.

Jedna dobrá možnosť: Algoritmus CYK potrebuje priestor O(n2). S vetou o lineárnej kompresii pásky
dostávame LCF ⊆ DSPACE(n2) a sme done.

(Iná dobrá možnosť je simulovať LBA a využiť Savitchovu vetu, ktorá o. i. hovorí, že NSPACE(n) ⊆
DSPACE(n2). Toto je ale netriviálny neodprednášaný výsledok!)

b) Zoberme gramatiku v Greibachovej normálnom tvare, nedeterministicky uhádneme a overíme odvo-
denie. To má O(n) krokov, jeden vieme spraviť v konštantnom čase (ako? prečo?), z vety o lineárnom
zrýchlení máme hľadaný výsledok.



2. opravná písomka z Formálnych Jazykov a Automatov
streda 23. 6. 2004 (letný semester 2003/04)

myšlienky riešení c©MišoF.

1 Nech L je ľubovoľný jazyk nad abecedou Σ. Dokážte, že relácia ♥ na Σ∗, definovaná nasledovne:

u♥v ⇐⇒ |u| ≡ |v| (mod 3) ∧ ∀x; (ux ∈ L ⇐⇒ vx ∈ L)

je sprava invariantnou reláciou ekvivalencie. Pre ktoré L je index relácie ♥ konečný?

Nech RL je relácia z Myhill-Nerodovej vety. Definujme reláciu ♣ nasledovne: u♣v ⇐⇒ |u| ≡ |v| (mod 3).
Zjavne ♣ je relácia ekvivalencie s troma triedami ekvivalencie (zodpovedajú zvyškom po delení tromi). Ľahko
nahliadneme, že je aj sprava invariantná, lebo ak |u| a |v| dávajú po delení 3 rovnaký zvyšok, tak rovnaký
zvyšok dávajú aj |ux| = |u|+ |x| a |vx| = |v|+ |x|.
Teraz môžeme definíciu ♥ prepísať nasledovne: u♥v ⇐⇒ u♣v ∧ uRLv. Z toho, že ♣ a RL sú sprava
invariantné relácie ekvivalencie to triviálne vyplýva aj pre reláciu ♥. (Trochu zložitejšia cesta viedla cez
dôkaz všetkých vlastností priamo z definície ♥.)
Zjavne každá trieda ekvivalencie ♥ je prienikom nejakej triedy ekvivalencie ♣ a nejakej triedy RL. Preto:
Ak L nie je regulárny, RL má nekonečne veľa tried ekvivalencie, a teda aj ♥ má nekonečne veľa tried
ekvivalencie. Naopak, ak L je regulárny, tak RL má konečne veľa tried ekvivalencie a nutne aj ♥ ich má
konečne veľa (najviac trikrát toľko).

2 Na ktoré z nasledujúcich operácií je trieda LDLBA uzavretá a na ktoré nie? Svoju odpoveď zakaždým
dostatočne zdôvodnite. (Triviálne veci stačí jednou vetou, u zložitých uveďte kostru dôkazu, resp. popis
kontrapríkladu.)
a) prienik
b) homomorfizmus
c) inverzný homomorfizmus
d) prienik s jazykom generovaným bezepsilonovou bezkontextovou gramatikou

a) prienik

Je uzavretá. Zdvojíme pásku a postupne odsimulujeme obe DLBA.

b) homomorfizmus

Nie je uzavretá. Problém robí vymazávanie.

Protipríklad ako pre LBA: Zoberme ľubovoľný jazyk L ∈ LRE \ LECS a na koniec každého slova w

doplňme toľko B, koľko pásky TS akceptujúci L na slove w použije. Dostaneme jazyk L′, ktorý zjavne
stále do LECS nepatrí. Na druhej strane, vieme ho akceptovať LBA, ktoré simuluje vyššie spomenutý
TS a B berie ako blanky. Toť spor.

c) inverzný homomorfizmus

Je uzavretá. Preložíme vstup a počítame na hrebeňovej páske.

d) prienik s jazykom generovaným bezepsilonovou bezkontextovou gramatikou

Je uzavretá. Upravíme gramatiku tak, aby neobsahovala chain rules. K tejto upravenej gramatike zo-
strojíme DLBA, ktorý postupne skúša všetky možné odvodenia. Keďže každé pravidlo predĺži vetnú
formu alebo vyrobí jeden terminál, dĺžka odvodenia bude nanajvýš lineárna a vieme si aktuálne odvo-
denie pamätať na jednej stope pásky.



3 Dokážte alebo vyvráťte: Ku každému regulárnemu jazyku L existuje a-prekladač M taký, že M(L) =
LR.
(Hint: Obrátiť vstupné slovo a-prekladač nedokáže. Existuje iná cesta?)

Tvrdenie platí.
Pre prázdny jazyk zjavne vyhovuje ľubovoľný a-prekladač. Nech teraz L ∈ R a w ∈ L. Náš A-prekladač bude
fungovať nasledovne: prečíta w (ak sa mu to nepodarí, zasekne sa) a následne nedeterministicky vygeneruje
nejaké slovo z LR a akceptuje. Keďže LR je regulárny jazyk, toto vieme spraviť (M nedeterministicky háda
písmená slova a simuluje na nich automat akceptujúci LR). Zjavne M(w) = LR a ∀u 6= v; M(u) = ∅, preto
naozaj M(L) = LR.

4 Svoju odpoveď vyznačte krížikom do príslušného políčka. Odpovede nemusíte zdôvodňovať. Za každú
správnu odpoveď dostanete +1 bod, ak neodpoviete, 0 bodov, za nesprávnu odpoveď je -1 bod. Ak by ste
dokopy mali získať menej ako 0 bodov, získavate za túto úlohu 0 bodov.

y n

Ku každému dvojsmernému DKA existuje ekvivalentný, ktorý vždy zastane. x
Ku každému DPDA existuje ekvivalentný, ktorý vždy zastane. x
Ku každému DLBA existuje ekvivalentný, ktorý vždy zastane. x
Ku každému DTS existuje ekvivalentný, ktorý vždy zastane. x
∀L1, L2 ∈ LRE ; ∃L3, L4 ∈ LRE ; (L1 ∪ L2)C = LC

3
∩ LC

4
x

Nech M1,M2 sú a-prekladače, potom ∃ a-prekladač M taký, že ∀L; M(L) =M1(L) ∩ M2(L) x
Nech L1, L1 ∩ L2 ∈ Lrec , L2 ∈ LRE . Potom L1 ∪ L2 ∈ Lrec . x
Je rozhodnuteľné, či k DTS A ∃ homomorfizmus h a jazyk C ∈ LCF také, že L(A) = h(C)? x
NSPACE(1) ( DSPACE(log n) x
NSPACE(n3) je uzavretá na homomorfizmus. x

1. obyčajný DKA
2. počíta si počet krokov na ε a o koľko narástol zásobník, takto zistí, že sa zacyklil
3. počíta si na jednej stope pásky počet krokov odvodenia
4. LU ∈ LRE \ Lrec

5. stačí zobrať L3 = L1 a L4 = L2, dostaneme známy de Morganov zákon
6. Napr. zoberme L = {w | w ∈ {a, b, c}∗ ∧ #a(w) = #b(w)}. M1 bude identita, M2 bude vymienať

a a c. Prienikom dostaneme jazyk, ktorý nie je bezkontextový, a teda ho pomocou a-prekladača z L

nevyrobíme.
7. L1 = ∅, L2 ∈ LRE \ Lrec .
8. Riceova veta.
9. Napr. L = {w#w | w ∈ {a, b}∗} ∈ DSPACE(log n) (prečo?), ale regulárny nie je.
10. Rovnako ako v príklade 2, bod b.

5 Formálne zapíšte konštrukciu, ktorou ku danému LBA A a slovu w zostrojíme inštanciu PKP (t.j. konečne
veľa typov domín), ktorá má riešenie práve vtedy, ak A akceptuje w. Slovne zdôvodnite správnosť vašej
konštrukcie.
Čo vieme na základe vašej konštrukcie povedať o rozhodnuteľnosti problému príslušnosti do jazyka pre
LBA?
(Hint: Konštrukcia bude veľmi podobná tej pre TS.)

Zostrojíme inštanciu MPKP. Konštrukcia je dokonca identická ako pre TS (viď skriptá), jediný drobný
rozdiel je, že na začiatočnom domine uvedieme celú konfiguráciu vrátane endmarkerov a pridáme dominá na
ich kopírovanie. K inštancii MPKP zostrojíme inštanciu PKP štandardnou konštrukciou (vhodným pridaním
nových znakov).



6 Definujte vlastnosť dvojíc rekurzívne vyčísliteľných jazykov (analogicky ako sa definuje vlastnosť rekur-
zívne vyčísliteľných jazykov v Riceovej vete). Dokážte alebo vyvráťte: Každá netriviálna vlastnosť dvojíc
rekurzívne vyčísliteľných jazykov je nerozhodnuteľná.
Pri dôkaze môžete (ale nemusíte) použiť Riceovu vetu.

Vlastnosť dvojíc rekurzívne vyčísliteľných jazykov je množina S ⊆ LRE × LRE . Je triviálna, ak S = ∅
alebo S = LRE × LRE . Ak (L1, L2) ∈ S, hovoríme, že dvojica (L1, L2) má vlastnosť S. Vlastnosť S dvojíc
rekurzívne vyčísliteľných jazykov je rozhodnuteľná, ak je jazyk LS = { <A>#<B> | (L(A), L(B)) ∈ S}
rekurzívny.1

Veta. Každá netriviálna vlastnosť dvojíc rekurzívne vyčísliteľných jazykov je nerozhodnuteľná.
(Jedna možnosť by bola zopakovať jemne upravený dôkaz Riceovej vety. Túto možnosť prenechávame či-
tateľovi, s pomocou skrípt ju určite zvládne. Ukážeme si namiesto toho dôkaz, v ktorom sa odvoláme na
Riceovu vetu.)
Dôkaz. Sporom. Nech S je netriviálna rozhodnuteľná vlastnosť dvojíc rekurzívne vyčísliteľných jazykov.
Aby sme dospeli k sporu (s Riceovou vetou), zostrojíme netriviálnu rozhodnuteľnú vlasnosť T rekurzívne
vyčísliteľných jazykov.
Keďže S je netriviálna, nech (L1, L2) ∈ S a (L3, L4) 6∈ S.
Ak L1 6= L3, L2 6= L4 a (L1, L4) ∈ S, položíme T = {L | L ∈ LRE ∧ (L,L4) ∈ S}.
Ak L1 6= L3, L2 6= L4 a (L1, L4) 6∈ S, položíme T = {L | L ∈ LRE ∧ (L1, L) ∈ S}.
Ak L1 = L3, položíme T = {L | L ∈ LRE ∧ (L1, L) ∈ S}.
Ak L2 = L4, položíme T = {L | L ∈ LRE ∧ (L,L2) ∈ S}.
V každom prípade sme teda zostrojili vlastnosť T tak, že sme jeden z jazykov vo vlastnosti S zvolili pevne.
Jazyk má vlastnosť T , ak v dvojici s dotyčným pevne zvoleným jazykom má vlastnosť S. Pevne zvolené
jazyky sme vyberali tak, aby sme mali istotu, že T nie je triviálna – napr. v prvom prípade vieme, že jazyk
L1 vlastnosť T má, zatiaľ čo jazyk L3 ju nemá.
Vlastnosť T je podľa Riceovej vety nerozhodnuteľná. My ju však vieme rozhodnúť, lebo vieme rozhodnúť
vlastnosť S pre ľubovoľnú dvojicu jazykov. The spor.

1
<A> je kód TS A vo vhodnej abecede
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