MALA PISOMKA Z FORMALNYCH JAZYKOV A AUTOMATOV
myslienky rieseni (©MisoF.

Nech ¥ = {a,b}. Nech f: ¥* — B* je zobrazenie také, ze f(w) = b#e(w)+2,
Teda napr. f(g) = f(a”) = bb, f(bb) = f(abaab) = bbbb. Je f homomorfizmus?
Zostrojte A-prekladac¢ M, ktory kazdy jazyk L nad abecedou X prelozi na jazyk

ML) ={f(w) |we L A 2deli #,(w)}

Slovne zdovodnite spravnost svojej konstrukcie.

Zobrazenie f nie je homomorfizmus, kazdy homomorfizmus musi spliiaf f(¢) = e.

Bude M = (Ka Ea Ea Ha qs, F = {QO})v kde H = {(an g, bba C_IO)> (C_Iu b> ba Qz)> (C_Iu a, e, QI—z‘) ‘ XS {07 1}}
A-preklada¢ pomocou stavu kontroluje paritu poctu a vo vstupnom slove. V prvom kroku zapiSe na vystup
bb a potom kopiruje vSetky b zo vstupného slova. Spravnost konstrukcie je zjavna.
Dané je gramatika G = (N, T, P,0), kde T = {a,b,c}, N = {0, 3,7, 6},

P={o — ~B|Bby
B — yylalc
¥y — 06| Bo|blc
d — pB|B0Y}

Pouzitim algoritmu CYK rozhodnite, ¢i chaac € L(G).

Gramatiku upravime do Chomského normélneho tvaru. (Priddme novy netermindl a rozbijeme pravidlo
o — [by na dve kratsie.) Postupne zostrojime mnoziny N; ; neterminalov, z ktorych sa dé zostrojif podslovo
zacinajtce i-tym a konciace j-tym pismenom slova cbaac. Kedze o & Ny 5, cbaac ¢ L(G).

Deterministicky LBA je taky LBA, kde Vq € K; Vz € T'; |0(q,2)| < 1.

Dokéazte alebo vyvratte: Trieda jazykov akceptovanych deterministickymi LBA je uzavretd na komple-
ment. (Ak si myslite, Ze tvrdenie plati, dostato¢ne podrobne slovne popiste myslienku dokazu. Ak nie,
uvedte kontrapriklad.)

Tvrdenie plati. Majme DLBA A, zostrojime DLBA A’ pre jazyk L(A)“.

A’ simuluje A. Ak sa A zasekne, A’ akceptuje. Ak A akceptuje, A’ sa zasekne. Co ale ak sa A zacykli?

A’ si vie na zadiatku vypoctu spocitat Q — poc¢et moznych konfiguracii A na danom vstupnom slove. Toto
¢islo sa mu zmesti na jednu stopu pasky (vid napr. dokaz Szelepcsényiho vety).

Pocas simulacie si A’ bude na inej stope péasky réatat pocet krokov A, ktoré uz odsimuloval. Ak ich podet
prekroci O, zjavne sa nam uz niektora konfiguracia zopakovala, a teda sa A zacyklil. V takomto pripade A’
prestane simulovat a akceptuje.

Ind metéda: A” bude robit naraz dve simuldcie A, striedavo odsimuluje dva kroky v prvej a jeden v druhej. Ak
rychlejsia simulécia zastane, A" sa bude spravat opac¢ne ako A. Zacyklenie sa zistime tak, Ze po dostato¢nom
pocte krokov budil obe simulacie naraz v rovnakych konfiguraciach. Rozmyslite si, preco to vzdy funguje.

(Prémiova uloha) Dokazte alebo vyvréatte: Je dany koneény automat A. Je rozhodnutelné zistif, ¢
existuje koneény automat B s mensim poc¢tom stavov ako A taky, ze L(A) = L(B).

Je to rozhodnutelné.

Jedna moznost: Myhill-Nerodova veta hovori okrem iného o najmensom DKA pre dany jazyk. Tento sa da
algoritmicky zostrojit z fubovolného DKA pre dany jazyk. Staci teda A ,minimalizovat a porovnat pocty
stavov. Detaily si rozmyslite :)

Jednoduchsie rieSenie: Postupne prezrieme vSetky mensie DKA. Tych je konec¢ne vela. Potrebovali by sme
vediet o dvoch DKA povedat, ¢i akceptuja ten isty jazyk. Ako na to? Majme DKA A, B. Z nich vieme lahko
algoritmicky zostrojit DKA C' taky, ze L(C) = L(A) +~ L(B) = (L(A) — L(B)) U (L(B) — L(A)).

Zjavne L(A) = L(B) prave vtedy, ak L(C) = (). Ale L(C) = () prave vtedy, ak v C nie je zo za¢iato¢ného
stavu dosiahnutelny ziaden akceptacny stav. To uz lahko rozhodneme.



VELKA PISOMKA Z FORMALNYCH JAZYKOV A AUTOMATOV
streda 12. 5. 2004 (letny semester 2003,/04)
myslienky rieseni (©MisoF.

Nech L; = {wew? |w € {a,b}* } a Ly = {a'b’c* | i,k > 0}. Zostrojte a-prekladac M taky, ze M (L1) = Lo,
pripadne dokéazte, ze takyto a-prekladac sa neda zostrojit.

Lahko nahliadneme, ze L1 € Zcr (napriklad zostrojime pren bezkontextovii gramatiku). Takisto lahko
ukdzeme, ze Ly ¢ Zor (napriklad pomocou pumpovacej lemy — slovo a*b*c”, kde x = p + ¢ + 7, nevieme
nijako rozdelit tak, aby sa dalo napumpovat na druhu).

Trieda Zor je uzavretd na homomorfizmus, inverzny homomorfizmus a prienik s reguldrnym jazykom.

Ku kazdému a-prekladacu M existuju homomorfizmy ¢, h a reguladrny jazyk R také, ze VL; M(L) =
g(h~Y(L) N R). (Toto priamo vyplyva z definicie M (L) cez projekcie.) Potom ale pre kazdy M a bez-
kontextovy jazyk L je aj M (L) bezkontextovy. Preto neexistuje a-prekladac, ktory by prelozil nas jazyk L
na nas jazyk Lo.

Rozhodnite a dokézte: Je pre Tubovolny bezkontextovy jazyk L rozhodnutelné, ¢i L = ¥*7

Nie je to rozhodnutelné. Redukcia na PKP. Majme jazyky Lx, Ly pre dant instanciu PKP (definicia vid
prednasky /skriptd). Jazyk Lx N Ly je prazdny iff PKP nema riesenie pre (X, Y'). Ak by sme vedeli rozhodnut
prazdnost Lx N Ly, vieme rozhodovat PKP.

Ly, Ly su deterministické bezkontextové jazyky, preto ich komplementy st (deterministické) bezkontextové
a teda aj jazyk Lg} UL§ = (Lx N Ly)Y je bezkontextovy. Ak by sme o bezkontextovych jazykoch vedeli
rozhodovat rovnost ¥*, vieme pre fubovolné (X,Y’) rozhodnaf préazdnost Lx N Ly — a teda rozhodnut, ¢i
ma PKP pre (X,Y) rieSenie. To ale nevieme, preto nevieme rozhodovat ani tvrdenie zo zadania.

Dokéazte alebo vyvratte: DTIM E(n?) je uzavretd na:  a) zjednotenie  b) inverzny homomorfizmus.

a) Nech Ly, Ly € DTIME(n?), nech Ay, Ay st TS so zodpovedajticou ¢asovou zlozitostou. Zostrojme TS
A nasledovne: Vstup w si skopiruje na druhi pasku. Na jednej képil w simuluje A;, na druhej (napriklad
paralelne s tym) simuluje Ay. Akondhle niektory z nich akceptuje, akceptuje aj A. Zjavne nas A akceptuje
L1 U Ly a na vstupe dizky n spravi najviac n® + 2n krokov. Preto Ly U Ly € DTIME(O(n?)). Z vety o
linedrnom zrychleni potom Ly U Ly € DTIM E(n?).

b) dokdzeme analogicky — novy TS prelozi vstupné slovo homomorfizmom (vysledné slovo je najviac k-
krat dlhsie, kde k& = max,cx |h(x)|) a na vyslednom slove simuluje pévodny TS. Takto sme zostrojili TS
pre h~1(L), ktory na vstupe dlzky n spravi najviac k3n3 + 2kn krokov. Opit pouzijeme vetu o linedrnom
zrychleni.

Svoju odpoved vyznacte krizikom do prislusného policka. Odpovede nemusite zddvodiiovat. Za kazda
spravnu odpoved dostanete +1 bod, ak neodpoviete, 0 bodov, za nespravnu odpoved je -1 bod. Ak by ste
dokopy mali ziskat menej ako 0 bodov, ziskavate za tito tlohu 0 bodov.
ano | nie
Jazyk platnych vypocétov TS A je prazdny alebo nekonecny. X
Existuje bezkontextovy jazyk, ktorého komplement nie je rekurzivny. be
Lpppa je uzavretad na zjednotenie. X
Je rozhodnutelné pre DTS A povedat, ¢i pri vypoéte na w pouzije > 2|w| poli¢ok pasky. | x
Je ¢iastocne rozhodnutelné pre DTS A povedat, ¢i je L(A) konecny. X
Kazdy nekone¢ny regularny jazyk méa podmnozinu, ktord nie je rekurzivne vydéislitelna. | x
Kazda sprava invariantna reldcia na %* je relaciou ekvivalencie. b
NSPACE(4) = DSPACE(7) C DTIME(n) X
Zor CNSPACE(n) X
Zor CNTIME(n) X




Jazyk platnych vypoctov trividlneho TS pre L = {aaa} obsahuje jedno slovo.

Kazdy bezkontextovy jazyk je rekurzivny, tie si uzavreté na komplement.

Nie je uzavreta na prienik, je na komplement — z de Morganovych zakonov nemdze.
Simulujeme, ked sa zopakuje konfiguracia, odpoved nie, ked prekro¢i 2|w| poli¢ok, odpoved ano.
Napr. druhé Riceho veta.

S Uk W=

(Prezentécia 11.6.) Nech R € R je nekoneény. Zoberme nejaky L ¢ Lgg. O¢islujme slovd ¥* v
lexikografickom poradi. Ocislujme Nech M je mnozina ¢isel, ktoré dostali slova z L. Teraz oc¢islujme
slovd z R v lexikografickom poradi. Vyberme tie slovd, ktorych ¢isla st v M. Takto zostrojeny L’ je
podmnozinou R a lahko nahliadneme, Ze nemdze byt v .Zgg (lebo aj L by bol).

7. Nezmysel. Nemusi byt ani len reflexivna (napr. aj prazdna relcia je sprava invariantnd), ani symetricka
(napr. relacia R, kde uRv <= |u| > |v|) ani tranzitivna (napr. relacia, kde patria vSetky dvojice
okrem [g, al).

8. NSPACE(4) = DSPACE(7) = R (simulécia TS dvojsmernym koneénym automatom, ktory si pri-
slusnych 4/7 poli¢ok pasky paméta v stave). R C DTIM E(n) (simuldcia kone¢ného automatu Turin-
govym strojom).

9. Trividlne, NSPACE(n) = ZLrcs.

10. Nech L € %cr, potom pren existuje gramatika G v Greibachovej normalnom tvare. Standardnou
konstrukciou zostrojime TS, ktory uhadne a overi odvodenie vstupného slova G v tejto gramatike.
Jeho ¢asova zlozitost bude zjavne linearna.

Dané je sada n domin. Nas korespondenény problém (NKP) je rozhodnit, ¢i existuje neprazdna postupnost
domin taka, Ze na hornom aj dolnom poschodi dostaneme to isté slovo, pricom ako posledné dve domina
sme museli pouzit domino 1 a domino n. Rovnako ako pri PKP, kazdé domino mozeme pouzit lubovolne
vela krat.

Formaélne: Dané je n a dve n-tice slov X = (z1,...,2,), Y = (y1,...,yn). Zaujima nés, ¢ existuje k > 2
a postupnost ai,...,ay Cisel z {1,...,n} takd, ze x4, ... %Ta,_,Ta, = Ya; - - - Yar_,Ya,, PriCom ax_1 =1 a
ap = n.

Navrhnite postup, ktory z lubovolnej sady domin (X,Y) zostroji novti sadu domin (X', Y”) takd, ze NKP

mé pre (X, Y) rieSenie prave vtedy, ked ma PKP riesenie pre (X', Y”). Hint: Pouzite podobni konstrukciu

ako pri prevode MPKP na PKP.

Svoju konstrukciu predvedte na nasledujtcej sade domin:

cac b ab ab dd
a a be ab cdd

Ako radi zadanie, pouzijeme konstrukciu podobniu prevodu MPKP na PKP — vhodne priddme do domin
znaky # a tym zabezpecime, aby riesenia PKP zodpovedali prave rieSeniam NKP s povodnou sadou domin.
Nech p, z st homomorfizmy také, ze Vo € ¥; p(x) = #x a z(z) = z#. (Teda p dava # pred a z za kazdé
pismeno zobrazeného slova.)

Namiesto kazdého domina (z;,y;) budeme mat v novej mnozine domin domino (z(z;), p(y;)). Pre domina z
prikladu teda dostédvame nova sadu domin:

cHradtcdt bt PTENT] adtbt dgEd#
#a #a #b#c #a#b #cHd#d

Tieto dominé zjavne vieme k sebe prikladat presne rovnako ako dominé povodné. V poskladanom slove nam
vSak nesedi zacCiatok a koniec. Pridame preto dve Specidlne domina — ,zaciatocné* a ,koncové®. Zaciatocné
domino je trividlne (potrebujeme hore pridat jeden znak #). Koncové domino musi zodpovedat prilozeniu
povodnych domin 1 a n — bude mat teda tvar (z(z1)z(x,), p(y1)P(yn)#). Pre domind z prikladu ndm teda
pribudnt tieto domina:

ik cagtcstd#d
i Hagrcsrd#d




Spravnost kon§trukcie je zjavna z popisu. Ku kazdému rieSeniu NKP s povodnou sadou domin Tahko zo-
strojime rieSsenie PKP s novou sadou. Naopak, kazdé riesenie PKP s novou sadou domin zjavne zacina
yzaciatoénym“ a koné¢i ,koncovym® dominom — a teda zodpovedd nejakému rieSeniu NKP.

Dand je gramatika G, ktorej vSetky pravidld st tvaru uw€v — uwv, kde £ € N, u,v € (NUT)* a
w € (NUT)". Rozhodnite, ¢ ku kazdej takejto gramatike existuje ekvivalentny LBA.

Ak ano, ukéazte, ako zostrojit LBA A taky, ze L(G) = L(A). Konstrukciu spravte formalne, jej spravnost
staci slovne zddvodnif. Ak nie, ndjdite konkrétnu gramatiku G, ku ktorej ekvivalentny LBA neexistuje a
slovne zddvodnite, preco je tomu tak.

Tvar zo zadania je pévodna Chomského definicia kontextovych gramatik. Zjavne kazda takato gramatika je
aj kontextovou gramatikou a mozeme bez zmeny pouzit odprednaSant konstrukciu na prevod kontextovej
gramatiky na LBA.

Myslienka konstrukcie: Nedeterministicky od konca hadame odvodenie vstupného slova. V kazdom kroku
najdeme pravu stranu nejakého pravidla, nahradime ju Tavou (ktora je nanajvys rovnako dlha) a pripadne
upraceme pasku. Akceptujeme, ak sa ndm podari dostat vetnii formu tvorent iba zaciatoénym neterminalom
gramatiky G. Podrobnejsie vid skripta.

(Prémiova tuloha) TS-analfabet je jednopéskovy Turingov stroj, ktory na rozdiel od klasického TS
nevie ¢itat pasku. Namiesto toho vie pre Iubovolny x € T' povedat, ¢ sa niekde vo vzdialenosti < 10 od
aktualnej pozicie hlavy nachadza (aspon jeden) znak z.

Formaélne definujte takyto TS. Zaradte nimi akceptovanu triedu jazykov do Chomského hierarchie.

Pre jednoduchost definujeme TSa s jednym smerom nekoneénou paskou. TSa je rovnaké Sestica ako nor-
malny TS, len ¢ : K x (DU {¢,B}) x {true, false} — 25*T>{=10.1} dostava ako vstup okrem pismena aj
to, ¢i sa toto pismeno v okoli hlavy nachadzat mé alebo nie. Teda napr. d(q,x, false) hovori, ¢o moze TSa
spravit, ak je v stave ¢ a v okoli hlavy sa nenachadza Ziadne x.

Konfiguracia TSa je prvok z K x I'" x Np.

Pre jednoduchsi zépis definujme wg = ¢ a w; = B pre ¢ € {0,...,|w|}. Krok vypo¢tu TSa je bindrna
relacia F na jeho konfiguraciach definovana nasledovne:

(¢, w,n) F (p,w',n") = (p,y,d) €(q,2,2)
A Vi # n;w) = w;

A n' = max(n + d,0)
N Z= (.%' € {wn—107"'7wn7---7wn+10})

Slovne: Krok vypoctu vyzerd tak, ze sme v stave g, zvolime si x, zistime Z (¢ ho vidime), vyberieme si z
toho, ¢o ndm J vrati, nejaki moznost (p,y,d), prepiSeme aktudlne pismeno w, na y, zmenime stav na p a
posunieme hlavu v smere d. (Technicky detail: cent sa ndm nepodari prepisat ani sa z neho pohnit dolava.)
Jazyk akceptovany TSa A = (K,%,T,0,qo, F') je mnozina

LA ={w|weX* AN Jgr € F, ueT*, neNy; (q,w,|w|+1)F" (gp,u,n)}

(Technicky detail: vSimnite si, Ze zac¢iname s hlavou na prvom blanku za slovom. Ak by sme zac¢inali na
pismene slova, skor ako by sme o fiom nieco zistili, by sme si ho prepisali (v prvom kroku vypoc¢tu) a boli
by sme... on prisli.)

Takto definovany TSa je rovnako silny ako klasicky TS. Simuléacia TSa pomocou TS je trividlna. Simuléacia
TS na TSa bude vyzadovat nejaky ten trik. Zacneme tym, ze odideme hlavou o 9 doprava a cestou piseme
falo§né blanky. Teraz uz vidime len posledné pismeno slova. Lahko zistime, ktoré to je, zapamétame si ho
v stave a odnesieme niekam dostato¢ne daleko (napr. si nedeterministicky tipneme, ako daleko) doprava,
kde ho zapiSeme na péasku. Takto postupne poodnasame vsetky pismend vstupného slova a rozmiestnime
ich po péske tak, aby medzi kazdymi dvoma bolo 47 falo$nych blankov. Od tohto okamihu moZeme zacat
simulovat klasicky TS, len budeme pouzivat iba kazdé 48. policko pasky. Rozostupy medzi pismenami ndm
zabezpecia, ze vzdy vidime iba to jedno pismeno, ktoré prave potrebujeme.



1. OPRAVNA PISOMKA Z FORMALNYCH JAZYKOV A AUTOMATOV
pondelok 31. 5. 2004 (letny semester 2003,/04)
myslienky rieseni (©MisoF.

Pomocou Myhill-Nerodovej vety dokazte, ze:
a) Trieda reguldrnych jazykov je uzavretd na komplement.

b) Jazyk dobre uzatvorkovanych vyrazov nad abecedou {(, ) [,]} nie je regularny.

a) Podla M-N vety jazyk L je regularny prave vtedy, ak je zjednotenim niektorych tried ekvivalencie
nejakej vhodnej sprava invariantnej relacie ekvivalencie kone¢ného indexu (SIREKI). Teda ak L € R,
tak podla M-N existuje vhodna SIREKI R. Potom ale L¢ je zjednotenim ostatnych tried ekvivalencie
relacie R, a teda opét podla M-N je regularny, q.e.d.

b) Podla M-N vety L je regularny préve vtedy, ak Ry (vid znenie vety) je relacia kone¢ného indexu.
Ukéazeme, 7e pre jazyk zo zadania tato reldcia nie je koneéného indexu: Nijdeme nekoneéne vela slov
takych, Ze ziadne dve nepatria do tej istej triedy ekvivalencie.

Vimnime si napr. slova tvaru (* pre i € N. Lubovolné dve slovd v = (* a v = (Y pre i # j vieme od
seba odlisit! slovom z =)?, preto nemédzu lezaf v tej istej triede ekvivalencie.

Pomocou LBA dokézte, ze ZLrcs je uzavretd na zrefazenie. KonsStrukciu robte formalne, dokaz staci
slovne.

Hm. MozZno je v skriptach, nechce sa mi hladaf ani pisat. Kazdopadne ide o manuélnu préacu, najlahsSie je
asi spravit dvojstopt pasku, prvu ¢ast slova (nedeterministicky uhddneme pokial) skopirovat na prva stopu,
druht na druht stopu, dorobit pripadné falo$né centy/dolare, na prvej stope odsimulovat prvy LBA, na
druhej druhy, done.

Formaélne zapiste algoritmus CYK, ktory pre dané slovo w a bezkontextovi gramatiku G uréi, éi w € L(G).
(Predpokladate, ze G je v nejakom normélnom tvare? V akom?)
Algoritmus CYK predvedte na gramatike G = (N = {0, 3,7,0},T = {a,b,c}, P,0) a slove bbcab.

P={o — 8|8y
B — yylalc
v — 00| Bo|b]c
5 — BB}

Lenivy som. Pozrite skripta. Slovo do jazyka patri.

Svoju odpoved vyznacte krizikom do prislusného policka. Odpovede nemusite zdovodniovat. Za kazdu
spravnu odpoved dostanete +1 bod, ak neodpoviete, 0 bodov, za nespravnu odpoved je -1 bod. Ak by ste
dokopy mali ziskat menej ako 0 bodov, ziskavate za tiuto tlohu 0 bodov.

ano | nie
Nech R € R. Nech L = {u#tv®#w | u,v,w € {a,b}* A uvw € R}. Potom L € R. X
Nech L1, Ly € ZgrE, L1 N Ly € Lyee. Potom L1 U Ly € Zree. X
Nech A je det. TS, nech L(A) € Zyec. Potom A zastane na kazdom vstupe. X
Jazyk vSetkych reguldrnych vyrazov (nad danou abecedou) je bezkontextovy. X
ZLpppA je uzavretd na homomorfizmus. X
LprpAa je uzavreta na homomorfizmus. X
Je pre dany DTS A rozhod., ¢ pocas vypocétu na nejakom slove pohne hlavou dolava? | x
Nech L € Zcp. Nech h je homomorfizmus. Potom vzdy h(L) € Lges. X
Ak L € NSPACE(47Tn), tak L € NSPACE(n™/%). X
DTIME(n") C NSPACE(n")? x

lieur € Lave &L



10.

. Napr. cez dvojsmerné automaty.
. Zoberme napr. lubovolny L € Zrp \ ZLye. Nech Ly st slova z L parnej dlzky, Lo = L\ Ly.
. Opac¢ny kvantifikitor. Vie sa, zZe pre jazyky z % taky DTS existuje, ale nie kazdy musi taky byt.

Napr. DTS pre (), ktory sa vzdy zacykli.
Trividlne.

. Vyplyva napr. z toho, Zze st uzavreté na oznacené zjednotenie a nie si na normalne. Homomorfizmom

vieme zmazat znacky.

. Homomorfizmom vieme vyrobit Iubovolny jazyk z Zrg (DLBA simuluje DTS na slove doplnenom

blankmi, homomorfizmom umazeme blanky z akceptovanych slov).

Zistujeme dvojice (stav, pismeno pod hlavou), do ktorych sa méze dostat. Bud sa niekedy pohne
dolava, alebo ¢asom néjdeme vSetky dosiahnutelné dvojice a vieme, Ze ni¢ nové uz neurobi.

ZLrcs je uzavreta na homomorfizmus.

. n"/% rastie rychlejsie, tvodnych par hodnot doriesi veta o lin. zrychleni.

DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)),lebo v ¢ase f(n) pouzijeme najviac priestor f(n). DSPACE(f(n))
NSPACE(f(n)), lebo s nedeterminizmom vieme aspon tolko isto ako bez.

Dokéazte alebo vyvréfte: Je ¢iastoéne rozhodnutelné pre DTS A povedat, ¢i je L(A) koneény.

Nie je to ani ¢iastocne rozhodnutelné. Podla druhej Riceho vety: Aby vlastnost S (v nasom pripade konec-
nost) rek. vyé. jazykov bola ¢iastocne rozhodnutelnd, musi (okrem iného) platit: Ak L ma vlastnost S, tak
aj kazdy L' O L ma vlastnost S.

Toto pre konefnost zjavne neplati, lebo existuje koneény jazyk L s nekonecnou nadmnozinou L'. (Napr.
L=0al ={a}*.)

V tomto pripade nam stacil trividlny dosledok 2. Riceho vety: Ak je S ¢iast. rozh. vlastnost rek. vy¢. jazykov
a pre prazdny jazyk je odpoved ano, tak S = Lz (teda vidy je odpoved ano).

Alebo priamo redukciou na komplement univerzalneho jazyka. Ku vstupnému TS A a slovu w zostrojime
TS A’ taky, ze na vstupe x odsimuluje |x| krokov stroja A na slove w a akceptuje, ak A neakceptoval.
Zjavne ak w € L(A), L(A’) je kone¢ny, inak nie. Preto keby sme vedeli ¢iasto¢ne rozhodovat kone¢nost, tak
Lg € ZLrE, o ale neplati.

Dokazte alebo vyvratte: a) ZLor € DSPACE(n?). b) Lor C NTIME(n).

a)

Maéame vela moznosti. Zaéneme nespravnou: ,,Staci simulovat zasobnikovy automat, na to sta¢i priestor
O(N).“ Nemusi. Stack moze narast.

Pokradujeme opit nespravnou. ,.Lor C ZLrcs. Staél simulovat LBA.“ Zle. Toto je NSPACE, my sa
bavime o DSPACE.

Jedna dobra moznost: Algoritmus CYK potrebuje priestor O(n2). S vetou o linearnej kompresii pasky
dostdvame Lor C DSPACE(n?) a sme done.

(Ind dobra moznost je simulovat LBA a vyuzit Savitchovu vetu, ktoré o. i. hovori, ze NSPACE(n) C
DSPACE(n?). Toto je ale netrivialny neodprednasany vysledok!)

Zoberme gramatiku v Greibachovej normalnom tvare, nedeterministicky uhddneme a overime odvo-
denie. To ma O(n) krokov, jeden vieme spravit v konstantnom ¢ase (ako? preco?), z vety o linedrnom
zrychleni méame hladany vysledok.

c



2. OPRAVNA PISOMKA Z FORMALNYCH JAZYKOV A AUTOMATOV
streda 23. 6. 2004 (letny semester 2003,/04)
myslienky rieseni (©MisoF.

Nech L je lubovolny jazyk nad abecedou 3. Dokézte, ze relacia O na ¥*, definovana nasledovne:

uwQv <= |u|=|v] (mod3) A Vz; (ux € L < vz € L)

je sprava invariantnou relaciou ekvivalencie. Pre ktoré L je index relacie ¢ koneény?

Nech Ry, je relacia z Myhill-Nerodovej vety. Definujme relaciu & nasledovne: udv <= |u| = [v] (mod 3).
Zjavne & je relacia ekvivalencie s troma triedami ekvivalencie (zodpovedaju zvyskom po deleni tromi). Lahko
nahliadneme, Ze je aj sprava invariantnd, lebo ak |u| a |v| davaji po deleni 3 rovnaky zvysok, tak rovnaky
zvySok dévaju aj |ux| = |u| + |z| a |vz| = |v] + |z|.

Teraz mdzeme definiciu ¢ prepisat nasledovne: uQv <= udv A uRpv. Z toho, ze & a Rj, st sprava
invariantné relacie ekvivalencie to trividlne vyplyva aj pre relaciu ©. (Trochu zlozitejsia cesta viedla cez
dokaz vsetkych vlastnosti priamo z definicie ©.)

Zjavne kazda trieda ekvivalencie ¢ je prienikom nejakej triedy ekvivalencie & a nejakej triedy Ry. Preto:
Ak L nie je regularny, R; mé nekonecne vela tried ekvivalencie, a teda aj © mé nekonecne vela tried
ekvivalencie. Naopak, ak L je reguldrny, tak R; mé konec¢ne vela tried ekvivalencie a nutne aj @ ich mé
koneé¢ne vela (najviac trikrat tolko).

Na ktoré z nasledujtcich operécii je trieda Zprpa uzavretd a na ktoré nie? Svoju odpoved zakazdym
dostato¢ne zdovodnite. (Trividlne veci staéi jednou vetou, u zlozitych uvedte kostru dokazu, resp. popis
kontraprikladu.)

a) prienik

b)
¢) inverzny homomorfizmus
)

d

homomorfizmus

prienik s jazykom generovanym bezepsilonovou bezkontextovou gramatikou

a) prienik

Je uzavreta. Zdvojime pasku a postupne odsimulujeme obe DLBA.

b) homomorfizmus
Nie je uzavreta. Problém robi vymazéavanie.

Protipriklad ako pre LBA: Zoberme Iubovolny jazyk L € ZLrg \ Lrcs a na koniec kazdého slova w
dopliime tolko B, kolko pasky TS akceptujuci L na slove w pouzije. Dostaneme jazyk L', ktory zjavne
stale do Zrcs nepatri. Na druhej strane, vieme ho akceptovat LBA, ktoré simuluje vysSie spomenuty
TS a B berie ako blanky. Tot spor.

c¢) inverzny homomorfizmus

Je uzavreta. Prelozime vstup a pocitame na hrebenovej paske.

d) prienik s jazykom generovanym bezepsilonovou bezkontextovou gramatikou

Je uzavreta. Upravime gramatiku tak, aby neobsahovala chain rules. K tejto upravenej gramatike zo-
strojime DLBA, ktory postupne sktsa vetky mozné odvodenia. Kedze kazdé pravidlo predizi vetnt
formu alebo vyrobi jeden terminal, dfzka odvodenia bude nanajvys linearna a vieme si aktualne odvo-
denie pamitat na jednej stope pésky.



Dokéazte alebo vyvratte: Ku kazdému regularnemu jazyku L existuje a-preklada¢ M taky, ze M (L) =
LE.
(Hint: Obratit vstupné slovo a-prekladac¢ nedokaze. Existuje ind cesta?)

Tvrdenie plati.

Pre prazdny jazyk zjavne vyhovuje lubovolny a-prekladac. Nech teraz L € R a w € L. Na§ A-prekladac bude
fungovat nasledovne: precita w (ak sa mu to nepodari, zasekne sa) a nasledne nedeterministicky vygeneruje
nejaké slovo z L a akceptuje. Kedze LT je regularny jazyk, toto vieme spravit (M nedeterministicky hada
pismena slova a simuluje na nich automat akceptujici Lf). Zjavne M (w) = L¥ a Yu # v; M(u) = (), preto
naozaj M (L) = L%,

Svoju odpoved vyznacte krizikom do prislusného policka. Odpovede nemusite zdovodriovat. Za kazdu
spravnu odpoved dostanete +1 bod, ak neodpoviete, 0 bodov, za nespravnu odpoved je -1 bod. Ak by ste
dokopy mali ziskat menej ako 0 bodov, ziskavate za tiuto tlohu 0 bodov.
y | n

Ku kazdému dvojsmernému DKA existuje ekvivalentny, ktory vzdy zastane. X

Ku kazdému DPDA existuje ekvivalentny, ktory vzdy zastane. X

Ku kazdému DLBA existuje ekvivalentny, ktory vzdy zastane. X

Ku kazdému DTS existuje ekvivalentny, ktory vzdy zastane. X

VL1,Ly € LrE; 3L3,Ls € LrE; (L1 ULy)Y = LY NLY X

Nech Mj, My st a-prekladace, potom 3 a-preklada¢ M taky, ze VL; M (L) = My(L) N Ma(L) X

Nech Ly, L1 N Ly € Lree, Lo € LrE. Potom Ly U Ly € Lree. X

Je rozhodnutelné, ¢i k DTS A 3 homomorfizmus h a jazyk C' € ZLor také, ze L(A) = h(C)? X

NSPACE(1) C DSPACE(logn) b'e

NSPACE(n?) je uzavretd na homomorfizmus. b'e

1. obycajny DKA

2. pocita si pocet krokov na ¢ a o kolko naréastol zasobnik, takto zisti, Ze sa zacyklil

3. pocita si na jednej stope pasky pocet krokov odvodenia

4. LU € D%RE \grec

5. sta¢i zobrat L3 = L1 a Ly = Lo, dostaneme znamy de Morganov zakon

6. Napr. zoberme L = {w | w € {a,b,c}* N #q4(w) = #p(w)}. M; bude identita, My bude vymienaft

a a c. Prienikom dostaneme jazyk, ktory nie je bezkontextovy, a teda ho pomocou a-prekladaca z L
nevyrobime.
7. L1 =0, Ly € ZrE \ Lrec-
8. Riceova veta.
9. Napr. L = {w#w | w € {a,b}*} € DSPACE(logn) (pre¢o?), ale regularny nie je.
10. Rovnako ako v priklade 2, bod b.

Formaélne zapiste konstrukciu, ktorou ku danému LBA A a slovu w zostrojime instanciu PKP (t.j. kone¢ne
vela typov domin), ktord mé rieSenie prave vtedy, ak A akceptuje w. Slovne zdévodnite spravnost vasej
konstrukcie.

Co vieme na zaklade vasej konstrukcie povedat o rozhodnutelnosti problému prislusnosti do jazyka pre
LBA?

(Hint: Konstrukcia bude velmi podobna tej pre TS.)

Zostrojime instanciu MPKP. Konstrukcia je dokonca identickd ako pre TS (vid skriptd), jediny drobny
rozdiel je, Ze na zaciatoénom domine uvedieme celtl konfiguraciu vratane endmarkerov a pridame domind na
ich kopirovanie. K instancii MPKP zostrojime instanciu PKP standardnou konstrukciou (vhodnym pridanim
novych znakov).



Definujte vlastnost dvojic rekurzivne vy¢islitelnych jazykov (analogicky ako sa definuje vlastnost rekur-
zivne vyéislitelnych jazykov v Riceovej vete). Dokézte alebo vyvratte: Kazda netrividlna vlastnost dvojic
rekurzivne vydislitelnych jazykov je nerozhodnutelné.

Pri dokaze mozete (ale nemusite) pouzit Riceovu vetu.

Vlastnost dvojic rekurzivne vydéislitelnych jazykov je mnozina S C Zrr x Lrg. Je trividlna, ak S = )
alebo § = ZLrr X LrE. Ak (L1, Ls) € S, hovorime, Ze dvojica (L1, L) mé vlastnost S. Vlastnost S dvojic
rekurzivne vydcislitelnych jazykov je rozhodnutelna, ak je jazyk Ls = { <A>#<B> | (L(A),L(B)) € S}
rekurzivny.!

Veta. Kazd4 netrividlna vlastnost dvojic rekurzivne vydislitelnych jazykov je nerozhodnutelnd.

(Jedna moznost by bola zopakovat jemne upraveny dokaz Riceovej vety. Tuto moznost prenechdvame ¢i-
tatelovi, s pomocou skript ju urcite zvladne. Ukazeme si namiesto toho dokaz, v ktorom sa odvolame na
Riceovu vetu.)

Dokaz. Sporom. Nech S je netrividlna rozhodnutelna vlastnost dvojic rekurzivne vydéislitelnych jazykov.
Aby sme dospeli k sporu (s Riceovou vetou), zostrojime netrividlnu rozhodnutelnt vlasnost 7 rekurzivne
vy¢islitelnych jazykov.

Kedze S je netrividlna, nech (L1, L2) € S a (L3, L4) € S.

Ak Iy # L3, Lo # Ly a (Ll,L4) € S, polozime 7 = {L ‘ Le %Lre N (L,L4) S S}

Ak L 75 Ls, Lo # Ly a (Ll,L4) ¢ S, polozime T = {L | Le Lrg A (Ll,L) € S}

Ak Ly = L3, polozime 7 ={L | L € Zgrp N (L1,L) € S}.

Ak Ly = Ly, polozime 7 ={L | L € ZLrg N (L, Ly) € S}.

V kazdom pripade sme teda zostrojili vlastnost 7 tak, ze sme jeden z jazykov vo vlastnosti S zvolili pevne.
Jazyk méa vlastnost 7, ak v dvojici s dotyénym pevne zvolenym jazykom mé vlastnost S. Pevne zvolené
jazyky sme vyberali tak, aby sme mali istotu, Ze 7 nie je trividlna — napr. v prvom pripade vieme, Ze jazyk
Ly vlastnost 7 mé4, zatial ¢o jazyk L3 ju nema.

Vlastnost 7 je podla Riceovej vety nerozhodnutelna. My ju vSak vieme rozhodnuf, lebo vieme rozhodnuft
vlastnost S pre Iubovolni dvojicu jazykov. The spor.

1< A> je k6d TS A vo vhodnej abecede



	Malá písomka 2004
	Veľká písomka 2004
	1. opravná písomka 2004
	2. opravná písomka 2004

